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Clasaa X -a
SOLUTII
Problema 1.
Solutie. a) Din ipoteza exercitiului putem scrie
-y o 2 2
=X“+X-y+y eQe(x-y) +3:x-yeQ=>x-yeQ
X=y

si (x—y)2 =x>-2-x-y+y’ =>x*+y? Q.
Ridicand ultima egalitate la patrat obtinem x4+ y4 € Q si ridicand din nou avem X8 + y8 Q.

n plus deoarece (x2+yz)-(x"'+y4):x6+y6+x2-yz-(x2+y2):>x6+y6 € Q de unde avem
(x2+y2)-(x8+ys):x10+y10+x2-yzo(x6+y6):>x10+yloe@
{ } {y—l}:y+2<:>{4.x_1}+y+[—1}=y+2<:{4'x_l}=3 de unde avem
3 3 3 3
<4<:>10<4 X <13= x=3. Inlocuind in prima ecuatie a sistemului obtinem

{20}{4 y- 1} 3@[%_1}=1<:>1£4'2_1<2<:>4§4-y<7 de unde evident y=1.

b) Evidentavem xeZ si y € Z. Din a doua ecuatie a sistemului obtinem

3<

Problema 2.
Solutie.

a) Aplicand radical relatiei din enunt obtinem:
|y —ay| =2-|ay —as| =3-|ag —ay|=...= 2018 [ayy;g —&| = X,x >0 de unde avem:

X

X
Z —+— .
2 3 2018
A e 1 1.1 1
Adunand toate aceste egalitati obtinem X-| +1+ > + 3 +.t =0



Daca presupunem prin reducere la absurd ca paranteza anterioara ar fi nula alegem cel mai mare numar
prim mai mic decat 2018 , evident acesta este 2017 si avem L =+1+— L +— L + ...iiii .
2017 2 3 2016 2018

Vom nota cu M =[1;2;3;...2016; 2018] si evident M si 2017 sunt prime intre ele .

= L unde evident
2017 M

Efectuam toate operatiile din membrul drept al ultimei egalitati si vom avea

k,M e Z dar din ultima relatie obtinem k = % ¢ 7. deci contradictie.

Presupunerea initiald a fost deci falsa adica X =0 de unde rezulta cerinta problemei.

b) Utilizam C-B-S si obtinem
(>a)

2 Z Z 3p a) Za(3p—a)

(Za) Za ()
> a-(3p-a) 3. p->a-> a’ 6. p®-> a’

(Xa) 4
6-p°->a" 5 .
Avem 5.(Ya)’ >24-p?-4.3 a? =5.(Ya)’ 26-(Fa) -4-Ya? o
4o2a22(2a)2<:>4o2a22Za2+2-2a.b<:>3o2a222-2a-b
Din ultima egalitate se obtine usor (a—b)2 +(a—c)2 +(a—d )2 +(b—C)2 +(b—d)2 +(c—d )2 >0

relatie evident adevarata deci am demonstrat (1).

p+b+c+d 3p—a

Mai departe ultima fractie se transforma:

Deci mai ramane de demonstrat ca

Problema 3.
Solutie. Fie T mijlocul lui [AN]. Atunci [OT | este linie mijlocie Tn triunghiul ACAN si deci avem
ca OT ||CD|| AB, iar triunghiurile AABO si AAMT sunt asemenea deoarece [BO]si [MT |sunt

mediane corespunzatoare in AABC si respectiv. AAMN ,triunghiuri asemenea din ipoteza problemei.
Deci <«AOB = <«tATM adica patrulaterul AMOT este inscriptibil si avem <AMT = <AOT = <ABO

din asemanare. Deoarece AB || OT rezulta ca <tABO = <TOD ca unghiuri corespondente deci [OT este

bisectoarea <AOD .

Daca notam L punctul de intersectie dintre OT si AD atunci OL este mediana si bisectoare Tn
triunghiul AAOD care devine isoscel.

Rezulta ca AO=0Ddeci ABCD este dreptunghi.

Cu teorema medianei in triunghiul AAOB obtinem 16- AM? =9- AB? + AD?.

Cu aceeasi teoremd in triunghiul AADC avem 4-AN? = AB% +4- AD? iar in triunghiul ANOB avem
16-MN? = AB? +9- AD?.

Deoarece m(<«<AMN ) =m(<ABC)=90" putem scrie relatia. AM?+MN? = AN? si inlocuind cele
trei patrate din formulele precedente obtinem AB = AD adica patrulaterul ABCD este patrat.






